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I*(b/a)=sup{ze[0,l]:T(na,z)<nb} = 
=sup{z€ [0,1] :hS~l) (h(fia) + h(z)) < nb} 
T 
Las dos posibilidades siguientes permiten calcular la expresión de / : 
— si \ia < \kb , entonces h(iia) >h(¡xb) y h(\iá) +h(z) ^ h{¡ib) para todo 
z. Por tanto, /i("1}(h(na)+h(z))<h(~l)(h(ixb))=fjLb para todo z, 
luego /M(fc/a) = l; 
— si, en cambio, \ia> ¡xb , será h{¡xa) < h([xb) y h(nb) -h(fia) E 
(0,/*(0)], puesto que h{ixb)-h{ixa)^h(¡xb)<h(Q). Entonces es 
I (b/a)=h(~l\h(ixb)-h(iia)). En efecto, en primer lugar se cumple 
que I*(b/a)>h(-l)(h(nb)-h(na)), ya que 
¿(_1) (¿(/xa) +(h(h^l)(h(iib) -h(¡xa)))) = 
=/i(_1) (/i(/xa) +¿(M¿>) -Hua)) = /J (_1) (*(/*&)) = 
teniendo en cuenta que h(h^~1^ (JC)) =x cuando x G [0,h(0)]. 
Por otra parte, para todo z>hS~v>(h(nb)-h(ná)) tendremos h(z)< 
h(h(-l) (h(nb) - hbia)) = h(iib) -h(fia). Así, 
h(na)+h(z)< hifib)^ h(0) 
y aplicando /t(_1), h{-l\h(na)+h(z))> h{-l)(h(nb))= \íb . 
Con todo ello se cumplirá que 
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CAPÍTULO 2. LAS CLASES DE UN PREORDEN
2.1. Definición y propiedades básicas
2.2. Subconjuntos borrosos trapezoidales
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w:>>C>U!@>C>E |x yy z R
KD yy ux z Max yH x Fy z
k@::M65
|x yy z R
W yy ux z
Max yH x FMin yx Fy z z
%>@AN>CODAN |x yy z R
r yy ux z H x xy
'DM9DC@ |x yy z R
m yy ux z Min yx Fy z
JI
Clases de una relación borrosa: Definición y propiedades básicas
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Subconjuntos borrosos trapezoidales 
Rd(b/a) = l-Min(l9d(a,b)) 
y las clases 
¡jia(x) = l -Min(l,d(a,x)) 
que, como sabemos por el teorema 2.2.1, son W-estados lógicos borrosos de Rd. Las 
clases \ia verifican: 
— ixa(x)=0 si y sólo si Min(l,d(a,x)) = l o 1 <d(a,x); 
— /xa(jt) = l si y sólo si Afin(l9d(a,x))=0 o d(a,x)=0 y que, si d separa 
puntos, conlleva x =a, 
— [ia(x)G(0,l) si y sólo si 0 < d(a,x) < 1, en cuyo caso [xa(x) = l-
d(a,x). 
1. Con d(a,b) = \b-a\ , las propiedades anteriores se interpretan como: 
— 1 < | a -JC | si y sólo si se cumple las dos condiciones siguientes: si a > x, 
entonces 1 <a-jc y, si a <JC, entonces 1 <x-a; es decir, si a >JC, enton-
ces JC ^ a -1 y si a < x, entonces a +1 < x; 
— |jt-a| =0 si y sólo jc=a; 
— 0 < | j t - t f | < l si y sólo si, cuando x>a, entonces a<x<a + l y 
cuando x < a, entonces a -1 < x < a. 
De este forma el W-estado lógico 
borroso fia es el subconjunto borroso 
triangular [a-l,a,a,a + l] mostrado 
en la Figura 15. 
1 
1. / \ 
t-1 t 111 
Figura 15.- Número triangular borroso. 
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2. Con d(a,b)=\ \b-a\ con X>0 , el subconjunto borroso obtenido será: 
A A 
que podría ser visto como el número borroso «alrededor de a» si X > 1. 
3. Si M = [a,fc] y d(x,y)= \y-x\ , de: 
fxM(x)= sup Rd(x/z) = sup (l-Afi/i(l,d(x,z))) = 
zEM zEM 
= sup Max(0,l -d(x9z)) = sup Afax(0,l - |JC-Z| ), 
zEM zGAf 
se obtiene que 
liM = [a-l9a9b9b + l]. 
4. Si consideramos la distancia d(a,b)= \f(a)-f(b)\ y se elige una función 
monótona adecuada / , es posible conseguir diferentes conjuntos borrosos trapezoi-
dales mediante las clases. En este caso: 
— na(x)=0 si y sólo si \f{á) -f(x) | > 1 y si / fuese no-decreciente se 
cumpliría que 
• si x < <z, entonces f{x) ^f(a), por lo que ¡xa =0 si y sólo si / ( a ) -
f(x)>l, 
• y si x > a, entonces f(x) >f(a), por lo que fia =0 si y sólo si f(x) -
f(a)> 1; 
— iia(x) = 1 si y sólo si |/(a) -/(*) | =0 si y sólo si /(*) =/(a), 
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— 0 < na(x) < 1 si y sólo si 0 < \f(a) -/(JC) | < 1 y en ese caso, ¿ifl(jc) = 
l-\f(a)-f(x)¡ • 
Es interesante resaltar que si f=f+k con k una constante, se obtienen los mismos 
conjuntos borrosos con/ que con/7. 
Algunos ejemplos de subconjuntos borrosos obtenidos como clases de indistingui-
bilidades de este tipo son: 
4.1. Con fx(x)=kx resulta 
Mfl(*) = [ 0 - p 0 . * • * + -£]• 
. ~ ~ , , x í k* S I J C < < 2 . . . , / , * 4.2. Con/?(jc) = 4 ,/ / f / fx ^ y siendo fc,r>0, se obtiene 1,2
 1 k'x-(k-k)a six>a 
que será un número triangular asimé-
trico como el que aparece en la 
Figura 16. 
1 
. / i \ 1 
t-1/k a ••1/k* 1 
Figura 16.- Número triangular asimétrico. 
4.3. Si/3(x) = 
k{x-cx) SÍJC<C1 
0 si cl < x ^ c2 con k > 0, para cualquier a con 
k(x-c2) si c2 <x 
cl < a < c2 se obtiene 
M a - [ c l - p c l > c 2 ' C 2 + £ ] ' 
un trapecio simétrico como el que aparece Figura 17. 
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Teorema 2.2.7 
Sea /xE^(R) , /x es un subconjunto borroso trapezoidal si y sólo si existe una 
función /:R->R, continua, lineal y estrictamente creciente, excepto para un inter-
valo [/3x, /32] donde es constante, tal que: 
ti(x)=»a(x)=Max(0,l-\f(a)-f(x)\) 
pata cualquier punto a E [&x, (321. 
Demostración. 
Sea un trapecio \i = \ax,/3X, (32, a2] y consideremos la función: 
f * "P i 
/ ( * ) = 0 si P^x^p2 
si jc^pj y p^-oo (0 si P1 = -0 0) 
* - P 2 
si p 2 £ * y $2*+0° (® s* Pi = +0°) 
a2-p2 
se verifica entonces que /xa(jt) = Afax(0,1 - | / (a ) -/(*) | ) = Afax(0,1 - |/(JC) | ) es 
igual a /x, tomando cualquier a con (3l<a<32. Para demostrarlo, se deben distin-
guir tres partes dependiendo de los valores que tome /xfl. 
1. ixa{x) = 1 si y sólo si |/(JC) | =0, y esto ocurrirá para todo x £ [0X,/32], es 
decir, donde \i toma el valor 1. Si 0l o j(32 fuese igual a -oo o a oo respecti-
vamente, sucedería lo mismo, ya que la función tomaría el valor 0 para los 
valores menores que j82, o mayores que (í^, dando lugar al valor 1 para \ia. 
2. \ia{x) =0 si y sólo si 1 <* |/(JC) | . Supongamos en primer lugar que #!, /32 
son distintos de -oo e oo, respectivamente, y sea x < j81 < <z, entonces, como 
/ ( * ) = - , sera 
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13*-x 
1 < - * 01-a1<01-x <* - a 2 < - j c <* a]>JC, 
luego /ia(jc) =0 si x < ax, lo cual es verdad también para ¡i; si es a<(32<x, 
por el mismo argumento se llega a que /¿fl(jt)=0 si a2<jc, hecho que, de 
nuevo, es también cierto para \i. 
Si 0l=-oo, entonces no existirá x£0l, luego sólo se dará /¿a(x) =0 para los 
ot2 ^ x, lo que es igual para \i. De forma análoga se razonaría cuando /32 = °° . 
3. Sea x tal que ax < x < 0{, entonces \xa vale 
^ )
 = i-l/Wl=i-^-= 1 J Ml - • — L = M ( s ) . 
j 8 1 - a 1 P i - a i P i " a i 
Y para cuando $1<x<a1 se tendrá 
«2"^2 «2~^2 P 2 ~ a 2 
Recíprocamente, sea /xfl(x)=Max(0,l - | / ( a )- /(*) |) para cierta función/ en las 
condiciones del enunciado del teorema. Se debe comprobar que \ia es un trapecio. 
Supongamos, por ahora, que j81 ?¿ -00 y /32 ^ 00 : 
— / es constante en [0l9j32] y fl£ [/3X,/32], luego para todo xE [j31,]32] es 
M*) = i; 
— tomemos x < (3l ^ a, se cumplirá que / (a) >/(*) por ser / no decreciente, 
y sea 
ct^ sup{x£R,x < p^.fia) -f(x) >l}, 
que existirá, ya que se define sobre un conjunto de números reales no vacío, por 
ser / fuera de [j81,jS2] estrictamente creciente, y acotado superiormente. Es 
evidente que para todo x < ax se verifica que fia(x) = 0, puesto que 
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\f(a) -f(x) | > 1. Para ax < x < f¡x será 
lia(x)=Max(0,l-\f(a)-f(x)\) = l-f(a)+f(x), 
que es una función lineal y creciente con ^ ( a j ) =0 y /xa(/32) = 1; 
— sea ahora x> @2>a, con lo que f(a) <f(x). Se define 
a2=inf{xGR,x>p2:f(x)-f(a)> 1}, 
que de nuevo existirá por ser el conjunto no vacío y estar acotado inferiormente. 
Para todo x > a2 se verificará fia(x) =0 y para 02<x<a2 será 
M*(*) = ! - / ( * ) + / ( * ) . 
que es una función lineal y decreciente con valores límite ¡ia((32) = l y 
M<*2)=0. 
Resumiendo, ¡xa{x) =Max(0,1 - \f(a) -f{x)| ) = [a1,i81,j32.<*2]. 
Por último
 tuedan por considerar los casos en el que ^ = -00 o j32 = o o : 
— si jSj = -00 y j32 ?f 00 se tendrá que para todo x < (32 es jua(Jt) = 1 y, toman-
do a2 como en el punto anterior, /xa(x) = [-00 , -00 , /3 2 , a 2 ] ; 
— si jS1 ?¿ -00 y |82 = 00 , de forma análoga será jnfl(Jt) = [a x , jSj, 00 , 00 ] ; 
— y, por último, si /Sx = -00 y /?2 = 00 entonces / i f l s l y /xfl = [ -00 , -00 , 00 , 00 ] . 
En la Figura 19 pueden verse las funciones lineales a trozos, / , que generan los 
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CAPÍTULO 3. ESTADOS LÓGICOS CLÁSICOS
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Teorema 3.2.4 
Si la relación =» restringida a V (^ |^) es simétrica, entonces V es irreducible si y 
sólo si es minimal. 
Demostración. Por el teorema anterior si V es minimal entonces es irreducible. 
Supongamos ahora que V no es minimal y veamos que es reducible. Sea WE L(X,=*) 
con W^V, entonces V-W es un estado lógico propio de =», ya que si aEV-W y 
a=>b, entonces bEV, por ser V un estado lógico; pero, además, b£W puesto que 
si b E W como b=*a, por ser simétrica =* sobre V, tendríamos a E W9 por ser W 
estado lógico, lo cual es una contradicción con a SÉ W, de esta forma bEV-W y 
V-Wes un estado lógico. Por consiguiente, V se descompone como V= WU 
(V-W). 
• 
Para estudiar los estados lógicos minimales, se definen los siguientes conjuntos para 
cada aGX: 
Vfl = {fl}U{6GX:3ft1,62,...,fcBeX, AZ>0, con a=>bl,bl=*b2,...,bn**b} 
Algunas propiedades interesantes de los conjuntos Va son las siguientes: 
Proposición 3.2.5 
Para todo a EX, Va es un estado lógico. 
Demostración. Sea bEVa y b=>c, si b=a, entonces se cumplirá que cEVa sin 
más que considerar una cadena de cero elementos y si b & a, existirán bx, ..., bn E 
X tales que a=*bl,bl=*b2 ,..., bn=*b, con lo que se tendrá que cEVa, al considerar 
la cadena bl9... ,bn,bEX. • 
Proposición 3.2.6 
Si VEL(X,=>) y a E V, entonces Va 9 V. 
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Obtención de la extensión de un predicado borroso mediante reglas 
lo que obligará a que f(x) =x-\ sobre Xb = ( 1 , 2 ) . El subconjunto borroso exten-
sión de P = alto bajo estas condiciones adicionales se representa en la Figura 21. 
2. Consideremos ahora el predicado P = «alrededor de 0.5» sobre X = [ 0 , 1 ] . Evi-
dentemente 0.5 será un prototipo y podemos aceptar que 0 y 1 son ambos dos 
antiprototipos, en la medida en que son los valores más alejados de 0.5. Por otra 
parte, el grado de verdad de Px dependerá esencialmente de lo cerca o lejos que se 
encuentre x de 0.5. Tenemos así que una distancia sería la forma «natural» de 
establecer el grado de verdad de Px para cada x € X. Podemos elegir la distancia 
| x -y | y, teniendo en cuenta que, a mayor distancia entre x e y, menor debe ser 
el grado de la regla que relaciona Px con Py, las reglas de uso parecen ser: 
i) si PJC, entonces Py, al grado 1 - |/(JC) - / (y ) | ; 
ii) 0.5 es un prototipo, 
iii) 0,1 son ambos antiprototipos, 
w 
siendo / : [0, l ] - * [ 0 , 1 ] . La relación L (y/x) = 1 - |/(JC) - / (y) | es una W-indis-
tinguibilidad, que tiene a / como uno de sus estados lógicos. Al ser 0.5 un proto-
tipo tendremos / (0 .5) = 1 y, por tanto, 
Mojí*) =/7(*/0.5) = 1 - |/(0.5) -/(*) | =/(*). 
Como debería cumplirse 0 =7^(0/0.5) =/(0) y 0=7^(1/0.5) = / ( l ) , la 
función / estaría sujeta a esas condiciones. Las reglas establecidas tan sólo 
hablan de distancia, por lo que aplicándolo en particular a los x e y que cumplan 
w w 
IJC —0.51 = | y - 0 . 5 | parece razonable establecer que L (x/0.5)=L (y/0.5) , lo 
que conllevaría que / fuese una función simétrica respecto del eje JC =0.5. 
Para este ejemplo tendremos que XQ = {0,1}, ^ = {1} , y X¿=(0,0.5)U 
(0 .5 ,0) . Bastará por tanto imponer condiciones sobre el «modelo» / e n (0,0.5) 
para determinar una extensión del predicado «alrededor de 0.5». 
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Lógica asociada a un predicado borroso
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Lógica asociada a un predicado borroso
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Lógica asociada a un predicado borroso 
débil puesto cumple que I(r/r)>-, para todo r; propiedad que se enuncia como X-
reflexividad, con X = - en este caso. Si calculamos la lógica asociada obtenemos: 
- N(r)=I(0/r) = l-r, 
— r V s =I(s/r1) =Max(l -(1 -r),s) =Max(r,s), 
— r As = (r'+s,), = l-Max(l-r,l-s)=Min(r,s), 
_
 r**s = W(Max(l -r,s),Afax(l -s,r)) =Max(0,Max(í -r,s) +Mox(l -s,r) -1) = 
í Max(Q,r+s-l) si 1 -r<s \ í -(1 -(r+s)) si K r + j l 
\ Aíax(0,l-r + l - j - l ) s i l - r ^ j j \ l - ( r+j ) s i l > r + í ) 
= | l - r - í | , 
que son las conectivas inicialmente propuestas por ZADEH [93], salvo la equivalencia. 
La relación borrosa de Reichenbach I(slr) = 1 -r + rs, tampoco en un preorden 
aunque es 1-reflexiva y W-transitiva [71], la lógica asociada es la siguiente: 
4 
- tf(r)=/(0/r) = l - r , 
— rV4s=/(5/r/) = l - ( l - r ) + ( l -r )5 = r+5 + r5, 
- rA5 = (r / + ^ /) / = l - ( l - r + l - 5 - ( l - r ) ( l - 5 ) ) = r 5 , 
_ r**s = W(l -r + rs, l -s+sr)=Max(0,l -r+r$ + l -5+$r- l ) = 
=Max(0,l -r-s+2rs) = l -r-s+2rs. 
La conjunción y la disyunción vienen dadas, en este caso, por la t-norma producto II 
y su t-conorma dual II* dada mediante la negación N(JC) = 1 -JC y conocida como 
suma probabilística. 
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Lógica asociada a un predicado borroso 
débil puesto cumple que I(r/r)>-, para todo r; propiedad que se enuncia como X-
reflexividad, con X = - en este caso. Si calculamos la lógica asociada obtenemos: 
- N(r)=I(0/r) = l-r, 
— r V s =I(s/r1) =Max(l -(1 -r),s) =Max(r,s), 
— r As = (r'+s,), = l-Max(l-r,l-s)=Min(r,s), 
_
 r**s = W(Max(l -r,s),Afax(l -s,r)) =Max(0,Max(í -r,s) +Mox(l -s,r) -1) = 
í Max(Q,r+s-l) si 1 -r<s \ í -(1 -(r+s)) si K r + j l 
\ Aíax(0,l-r + l - j - l ) s i l - r ^ j j \ l - ( r+j ) s i l > r + í ) 
= | l - r - í | , 
que son las conectivas inicialmente propuestas por ZADEH [93], salvo la equivalencia. 
La relación borrosa de Reichenbach I(slr) = 1 -r + rs, tampoco en un preorden 
aunque es 1-reflexiva y W-transitiva [71], la lógica asociada es la siguiente: 
4 
- tf(r)=/(0/r) = l - r , 
— rV4s=/(5/r/) = l - ( l - r ) + ( l -r )5 = r+5 + r5, 
- rA5 = (r / + ^ /) / = l - ( l - r + l - 5 - ( l - r ) ( l - 5 ) ) = r 5 , 
_ r**s = W(l -r + rs, l -s+sr)=Max(0,l -r+r$ + l -5+$r- l ) = 
=Max(0,l -r-s+2rs) = l -r-s+2rs. 
La conjunción y la disyunción vienen dadas, en este caso, por la t-norma producto II 
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5.2. Automorfismos sobre [0,1]
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Automorfismos sobre [0,1 ] 
Q(x)=g(-]nx)=e-ai-*x) =\*a * ^ 0 , 1 1 1 = xa. 
Y, aplicando el mismo razonamiento que hicimos en el caso continuo, AutL2 ([0,1]) = 
Ud}. 
Es posible generalizar el resultado anterior a cualquier t-norma arquimediana 
estricta. Como es conocido [54], una t-norma arquimediana estricta admite una repre-
sentación de la forma 
T(x,y)=h-i(h(x)h(y)), 
para todo x,y G [0,1] , siendo h una biyeccion de [0,1] creciente. Si consideramos 
£2* ([0,1])= < [ 0 , l ] , 7 \ r \ 0 , l > con T(x,y)=h-l(h(x)h(y)) y T* (x,y) = 
h~l (h(x) +h(y) -h(x)h(y)), las ecuaciones (1) y (2) se escribirán como: 
e(h-l(h(x)h(y)))=h-l(h(e(x))h($(y))), 
d(h-l(h(x) +h(y) -h(x)h(y))) =h-l(h(6(x)) +h(d(y)) -h(6(x))h(6(y))), 
y definiendo f=h o 0 o h~l, estas ecuaciones serán equivalentes a 
f(h(x)h(y))=f(h(x))f(h(y)), 
f(h(x) +h(y) -h(x)h(y)) =f(h(x)) +f(h(y)) -f(h(x))f(h(y)). 
Realizando un cambio de variable tendremos 
/(vw)=/(v)/(w), 
/(v + w-vw) =/(v) +/(w) -/(v)/(w), 
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Automorfismos sobre [0,1 ] 
e(l) = l=Min(l,$(x)+6(y)), 
por (6). Así 0 ( x ) + 0 ( y ) > l y 
d(x+y-l)=d(x)+6(y)-l. 
Como consecuencia, las ecuaciones funcionales (5) y (6) son equivalentes a las ecua-
ciones 
d(x+y)=6(x)+d(y), six+y^l C7) 
$(x+y-l)=6(x)+d(y)-í, six+y>í, <8) 
con las condiciones iniciales 0(0) =0 y 0(1) = 1. Como es bien conocido [1], las 
únicas funciones acotadas, recuérdese que exigimos que 0 sea biyectiva, que verifican 
(7) son de la forma 0(JC) =XJC y con las condiciones iniciales sólo puede ser la identi-
dad. Así, AutL3([0,l]) = {ld}. 
Al igual que para las t-normas arquimedianas estrictas, una t-norma T es arqui-
mediana no estricta, si y sólo si admite una representación mediante una función h 
biyectiva y creciente sobre [ 0 , 1 ] tal que 
T(x ,y) =h~l (Max(0,h(x) +h(y) -1)). 
Consideremos entonces L 3 * ( [ 0 , 1 ] ) = < [ 0 , 1 ] , 7 \ r * , 0 , 1 > con T(x,y) = 
h-l(Max(0,h(x)+h(y)- 1» y T* (x,y)= /i"1 ( M m ( 1 , h(x)+ h(y))). Las ecua-
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5.3. Representación de antónimos y sinónimos 
Como se indicó en la Introducción del presente Capítulo, los automorfismos de 
las estructuras LTS(&(X)) pueden constituir un buen modelo para representar los 
sinónimos y antónimos en lógica fuzzy. Gracias a los dos apartados anteriores y a los 
trabajos [45, 82] los automorfismos de LT S(&{X)) están caracterizados, para X 
finito, cuando se consideran la t-norma Min y la t-conorma Max y un par formado 
por una t-norma arquimediana estricta y su t-conorma dual. 
Si como definición de sinonimia entre dos subconjuntos borrosos /¿, r¡ adoptamos 
simplemente que exista un automorfismo 0 que transforme uno en el otro: 0(/x) =rj, 
los siguientes teoremas muestran, para el caso de la pareja Min y Max, que «demasia-
dos» subconjuntos borrosos serían sinónimos. 
Teorema 5.3.1 
Si ii,pG&(X) con X finito, las condiciones necesarias y suficientes para la 
existencia de un automorfismo 6GAutLMin Max(&(X)) verificando 0(pi)=P son 
I ( M ) O I = I ( P ) O I <9> 
I M i l - l í p l i l . (10> 
soporte de un subconjunto borroso respectivamente, y | j simboliza el cardinal 
de un conjunto. 
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Representación de antónimos y sinónimos 
El siguiente resultado estudia cuando la familia {6X} se puede reducir a un 
único automorfismo. 
Teorema 5.3.2 
Sean /¿,p E&(X) dos subconjuntos borrosos con puntos sobre un universo finito. 
Para que exista OGAutLi([09l]) y una permutación s deXtalque 0(¿I(S(JC))) = 
p(x) para todo x G X9 es necesario y suficiente que se verifiquen las dos condicio-
nes siguientes: 
0 I O O O I = I ( P ) O I > I M i M t P l i l > 
ii) existe una permutación s de X y una ordenación de X9 {x¡ ,...,x¡ }, tal 
que 
donde < * es el orden parcial sobre [0, l ] 2 dado por 
(x0,y0)< *(xl9yx) si y sólo si (x0,yQ)=(xl,yl) o (x0<xí y y0<yx). 
Demostración. Si existe 0 y s verificando d(ix(s(x)))=p(x) para todo xEX9 por 
el teorema 5.3.1 la condición i es cierta. Además, considerando una reordenación de 
los elementos de X de tal forma que 
(li(s(xii))9£...£(ii(s(xin))9 
al ser 0 estrictamente creciente tendremos 
(liisiXt^MXiJ) < * . . . < * (n(s(xin)),p(xin)). 
Recíprocamente, si i y ii son ciertas, tomando 0:[O,1]-*[O,1] definida como 
6(fi(s(x)))= p(x) obtenemos una biyeccion estrictamente creciente gracias al orden 
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La utilización habitual en lógica borrosa de los subconjuntos borrosos lineales a 
trozos, tanto los números triangulares como los trapecios, ha hecho que se haya 
investigado una relación que tenga como clases a estos subconjuntos borrosos. En la 
sección 2.2 se obtiene que la W-indistinguibilidad 
E(x,y)=Max(0,l-\f(x)-f(y)\) <D 
permite obtener este tipo de subconjuntos borrosos cuando la función / tiene ciertas 
características. 
En este capítulo básicamente consideramos dos problemas abiertos interesantes. 
En primer lugar, como se muestra en la memoria, una T-indistinguibilidad tiene aso-
ciada una métrica generalizada por lo que sería conveniente estudiar las propiedades 
de los entornos métricos, y de la topología inducida. En segundo lugar, es posible que 
la W-indistinguibilidad que aparece en (1) permita definir nuevas operaciones entre 
subconjuntos borrosos lineales a trozos, consiguiendo que los subconjuntos borrosos 
resultantes de dichas operaciones conserven esta propiedad. 
Capítulo 3 
El Capítulo 3 está dedicado a estudiar dos tipos de estados lógicos clásicos: los 
estados lógicos irreducibles y los minimales. Después de dar la definición de estado 
lógico irreducible como aquel que no se descompone en unión de otros distintos a él, 
se demuestra que estos estados lógicos caracterizan un preorden clásico. Por ende, los 
estados lógicos reducibles no son esenciales y pueden eliminarse del teorema de 
representación. 
No obstante, también existen estados lógicos irreducibles que son superfluos y 
que pueden eliminarse del teorema de representación, estados lógicos que son intersec-
ción de otros estados lógicos. Este resultado nos ha llevado a considerar el estudio de 
los estados lógicos minimales y su definición se da en la sección 3.2. En la memoria 
se demuestra la equivalencia entre estos dos tipos de estados lógicos, cuando la rela-
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ción es simétrica, y se obtienen caracterizaciones de los estados lógicos minimales que 
muestran una importante propiedad de los mismos: todos los elementos de un estado 
lógico minimal están conectados mediante cadenas de la relación del tipo 
Los resultados obtenidos en este capítulo presentan dos aspectos interesantes: 
1. La generalización a estados lógicos borrosos de los conceptos aquí presenta-
dos. Esta generalización podría mostrar una fuerte relación con el orden entre 
estados lógicos borrosos definido en la sección 1.2.3, debido a que los estados 
irreducibles caracterizan un preorden clásico mientras que los estados lógicos 
borrosos maximales de dicho orden caracterizan a los preórdenes borrosos. La 
equivalencia, para relaciones simétricas, entre estados lógicos irreducibles y 
minimales parece indicar que la obtención de subconjuntos borrosos maximales 
debe ser diferente cuando la relación es una indistinguibilidad de cuando es un 
preorden. Este hecho requiere, sin lugar a dudas, ser estudiado con más detalle. 
2. La conexión de estos dos conceptos con la monotonía de una relación res-
pecto a una operación binaria •. Como se ha mostrado en [17] los estados 
lógicos permiten una caracterización de la monotonía de una relación cuando 
ésta es un preorden. Quizá un estudio con más profundidad de este hecho permi-
ta construir ejemplos de relaciones no monótonas que permitan modelizar distin-
tos tipos de conocimiento que se caracterizan precisamente por su no monotonía. 
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